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Resum: El sector angles és un instrument matematic, utilitzat al segle XVIil per a resoldre triangles.
L’analisi contextualitzada d’aquest instrument matematic es pot incorporar com a recurs explicit
a l'aula per millorar la comprensio de conceptes trigonomeétrics. Aquesta contribucid se centra en
el disseny d’una activitat d’aula per resoldre triangles des d’una perspectiva historica, basada en
la descripcid i I'is del sector angles, inclosa en I'obra d’Edmund Stone (ca. 1695-1768),
The Construction and Principal Uses of Mathematical Instruments (1723).
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Triangle resolution Using the English Sector: Some Considerations
Regarding its implementation in the Mathematics Classroom

Summary: The English sector is a mathematical instrument that was used in the 18th century for
solving triangles. The contextualized analysis of this mathematical instrument can be incorporated
as an explicit resource in the classroom to enhance the understanding of trigonometric concepts.
This contribution focuses on the design of a classroom activity for solving triangles from a
historical perspective, based on the description and use of the English sector, included in the work
of Edmund Stone (ca. 1695-1768), The Construction and Principal Uses of Mathematical
Instruments (1723).
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Introduccié’

La resoluci¢ de triangles rectangles apareix en el curriculum de matematiques de 4t d’'ESO, dins del
bloc «Mesurament»,* i la de triangles en general en el curriculum de 1r de batxillerat, dins del sentit
de la mesura del bloc «Geometria».” En general, s'estudia com utilitzar les raons trigonometriques i
les seves relacions per determinar longituds i mesures angulars en problemes de resoluci¢ de trian-
gles, que es poden modelitzar amb triangles. A més a més, s’hi inclou I'estudi de l'origen i ts de la
trigonometria al llarg de la historia. La utilitzaci6 de la historia de les matematiques com a recurs
explicit a I'aula permet millorar I'assoliment de conceptes matematics (Guevara Casanova i Massa-
Esteve, 2009; Van Gulik-Gulikers, Kruger i Van Maanen, 2020; Massa-Esteve, 2003). Es poden dis-
senyar i experimentar activitats d’aula que ajudin a entendre millor els conceptes matematics, i que
contribueixin a millorar la formaci6 integral dels alumnes, amb un coneixement addicional del
context social i cientific dels periodes involucrats. Els treballs del grup d’'Historia de les Matemati-
ques d’ABEAM sobre el naixement i el desenvolupament historic de la trigonometria, a partir de
I'analisi contextualitzada de textos historics, il-lustren aquest enfocament en el cas de conceptes
trigonometrics.*

D’altra banda, Greenwald & Thomley (2013) afirmen que la connexié explicita entre eines, pro-
blemes, persones i historia pot promoure I'ensenyament i aprenentatge de les matematiques. Actual-
ment trobem enfocaments que promouen la utilitzacié d’instruments antics a I'aula de matematiques
moderna. Bartolini Bussi defensa la utilitzacié d’instruments antics a I'aula moderna, tant com a
experiencia fisica, com a forma alternativa de desenvolupar la comprensi¢ de conceptes matematics
especifics (Nagaoka et al., 2000: 343-350). En el cas de la trigonometria, Ackerberg-Hastings (2007)
presenta com lestudi dun instrument historic a l'aula de matematiques (el transportador
rectangular) pot servir per introduir el procés abstracte per dibuixar angles.

El sector angles és un instrument matematic, utilitzat especialment en el segle XVIII, una de
les aplicacions del qual és la resolucio de triangles. Es pot incorporar I'analisi contextualitzada
d’aquest instrument matematic com a recurs explicit a 'aula per millorar I'assoliment de conceptes
trigonometrics. Aquesta contribucié se centra en el disseny d’'una activitat d’aula basada en la
descripcio i I'as del sector angles, per treballar la resolucié de triangles a I'aula de matematiques
des d'una perspectiva historica, a partir de la descripcié que se'n troba a 'obra d’Edmund Stone
(ca. 1695-1768) sobre instruments matematics.’

1. Aquest treball s’inclou en el projecte PID2020-113702RB-I00.

2. https://xtec.gencat.cat/web/.content/curriculum/eso/curriculum-175-2022/Matematiques.pdf

3. https://xtec.gencat.cat/web/.content/curriculum/batxillerat/curriculum-171-2022/materies-obligatories-de-modalitat/
Matematiques.pdf

4. Vegeu, per exemple, Guevara Casanova, Romero Vallhonesta i Massa-Esteve, 2008; Romero Vallhonesta et al., 2009 i Blanco,
2015.

5. El meu interes per la vida i I'obra d’Edmund Stone va comencgar mentre estudiava els treballs de Thomas Simpson (1710-1761)
sobre el métode de fluxions, de 1737 i 1750. Per entendre les diferencies entre ambdues obres, calia explorar la influencia matematica
d’altres autors sobre Simpson. Entre d’altres, vaig examinar el Method of Fluxions both Direct and Inverse (1730) de Stone. La
part «directa» era una traduccié de I'’Analyse des infiniment petits de L'Hospital (1696), mentre que la part «inversa» es basava en
I’Harmonia Mensurarum de Cotes (1722). El Method of Fluxions de Stone va ser un dels primers lliores sobre fluxions que Simpson va
llegir. A més del Method of Fluxions, Stone va publicar una gran quantitat de treballs matematics, quantitat que sobta més encara en
tractar-se del fill autodidacta del jardiner de John Campbell (1680-1743), duc d’Argyll i de Greenwich. Vegeu Blanco (2015).


https://xtec.gencat.cat/web/.content/curriculum/eso/curriculum-175-2022/Matematiques.pdf
https://xtec.gencat.cat/web/.content/curriculum/batxillerat/curriculum-171-2022/materies-obligatories-de-modalitat/Matematiques.pdf
https://xtec.gencat.cat/web/.content/curriculum/batxillerat/curriculum-171-2022/materies-obligatories-de-modalitat/Matematiques.pdf

El sector anglés
El 1723 Edmund Stone va publicar The Construction and Principal Uses of Mathematical Instruments,
un dels primers manuals generals en angles sobre instruments matematics. Es tracta essencialment
d’una traducci6 del Traité de la construction et des principaux usages des instrumens de mathématique
(1709) de Nicolas Bion (1652-1733). En el proleg del traductor, Stone defineix les matematiques
com a ciencia, pel que fa a la teoria, i com a art, pel que fa a la practica. Els instruments matematics
connecten aquests dos aspectes de les matematiques. Ates que el coneixement dels instruments
matematics porta al coneixement de les matematiques practiques, el seu estudi pot considerar-se,
segons Stone, com una de les branques de coneixement més utils i, per tant, cal fomentar-ne I'ts.
Al final de la seva traduccio, Stone annexa diversos instruments, no presents al llibre de Bion, en
particular aquells instruments inventats o millorats pels anglesos. Aixi, per exemple, després de la
traduccio del llibre 1T sobre la construccio i usos del compas de proporcio, o «sector frances», Stone
afegeix un annex sobre la construccié i usos del «sector angles». El compas de proporcio, o sector en
la seva versio anglesa, és un instrument matematic format per dos bracos de la mateixa longitud,
articulats i units en un extrem. Ambdos costats dels bracos presenten gravades diverses escales amb
diferents mesures que resulten utils per resoldre problemes relacionats amb la proporcio.® La diferen-
cia principal entre les dues versions de I'instrument és la diversitat i quantitat de linies tracades a
ambdos costats de l'instrument (vegeu fig. la 1).” Aixi, segons el llibre de Bion, les linies del «sector
frances» son: linies de parts iguals, de plans, de poligons, de cordes, de solids, de metalls. En canvi,
les linies principals sobre el «sector angles» segons Stone son les linies de parts iguals, de cordes, de
sinus, de tangents, de secants, de poligons, sinus artificials, tangents artificials i I'escala de Gunter.

Ficura 1. El sector frances i angles, segons la lamina VI de Stone (1723).
Font:  Stone, 1723: lamina VI.

6. Sobre la historia d’aquest instrument, es pot consultar Frémontier-Murphy (2013) i Navarro Loidi (2007).
7. Totes les figures del llibre de Stone (1723) corresponen a la versid digitalitzada per Internet Archive, 2012, disponible a
http://archive.org/details/constructionprinOObion


http://archive.org/details/constructionprin00bion

Les linies tracades a ambdos costats del sector (per exemple, a, b) sanomenen laterals (vegeu
la fig. 2). Les linies que van d'un brag del sector a I'altre, en divisions iguals des del centre (per exem-
ple, x, y), s'anomenen paral-leles. El funcionament del sector es basa en la proposicio 4 del llibre VI
dels Elements d’Euclides, centrada en la semblanca de triangles: el segment a és al segment x, com el
segment b és al segment y. Amb el suport dun parell de compassos, es pot fixar la distancia entre dos
termes sobre una mateixa linia lateral, aixi com determinar la longitud de linies paral-leles.

Ficura 2. Us general del sector de Stone (1723).
Font:  Stone, 1723: Fig. 9, Lamina VII. Les linies vermelles sén de 'autora.

El sector és considerat com un instrument util per a la matematica practica, especialment adient
per a lanavegacio, la topografia o la projeccio de I'esfera. Per a la resolucio d’aquestes qtiestions prac-
tiques resulta fonamental la trigonometria i, en particular, la doctrina dels triangles, inclosa a la ter-
cera secci6 de I'annex de Stone sobre el sector angles.® A partir de la descripcié del sector angles i de
la seva aplicacié a la resolucio de triangles, s’ha dissenyat una activitat per implementar a l'aula de
matematiques. Lactivitat dissenyada consta de dues parts: la primera es basa en la construccio d'un
sector angles en paper, i en la segona part es treballen alguns exemples d’aplicacié. Aquesta activitat
s’ha implementat de forma preliminar amb estudiants de matematiques per a 'ensenyament secun-
dari, assignatura optativa del Grau Matematiques de 'FME (UPC), i amb un grup d’estudiants de
l'especialitat de Matematiques del Master Interuniversitari en Formacié de Professorat d’Educacio
Secundaria Obligatoria i Batxillerat, Formacio Professional i Ensenyament d’Idiomes, durant el curs
2023-2024.

Primera part: construccié d’un sector anglés
La replicacié d'un sector angles és una altra manera de mostrar la resolucio de triangles a futurs en-
senyants de matematiques, fins i tot a nivell de secundaria. Als estudiants de matematiques del segle
XXI els pot sobtar que astronoms, topografs o navegants del segle XVIII haguessin de fer els seus
calculs a ma, amb el suport d’'instruments matematics, sense ordinadors ni calculadores. També és
una manera de remarcar el fet que algti havia de dividir les escales de manera precisa per construir
els sectors i, per tant, rescatar figures secundaries i destacar el seu paper en el procés de circulacio de
les idees matematiques.

En una primera sessio, es proposa formar grups de 2-3 estudiants per construir una replica de
sector en paper, en particular, la linia de sinus. Com a material es necessita: paper mil-limetrat,

8. Per amés detalls sobre I'aplicacié del sector anglés per a resoldre triangles, vegeu Blanco (2023).



tisores, regle, enquadernadorsi calculadora. Primer, cal retallar el paper mil-limetrat per construir els
dos bracos del sector, i unir-los amb un enquadernador en un punt adient. A continuacio, cal marcar
la linia de sinus, per a la qual cosa cal tenir en compte la llargada dels bracos del sector (vegeu la
fig. 3). Com a referencia, es pren la definicié de linia de sinus del llibre de Stone:

The line of sines is a line of natural sines, divided from a circle of the same radius,* as the line of
chords on the sector was, these are also placed upon each leg of the sector and numbered with
the figures 10, 20, 30 &c to 90, at the end of which, on each leg, is set the letter S.

* It is nearly equal in length to the legs of the sector, beginning at the centre and running towards the
end thereof (Stone, 1723: 66).

Aqui cal treballar amb el suport de la calculadora per trobar els valors de sin (10°), sin (20°), sin
(30°), etc. Aquests valors es multipliquen per la llargada del sector i es fa la marca corresponent sobre
ambdos bracos del sector. El paper mil-limetrat juga el paper de recta, o de linia de parts iguals.

Ficura 3.  Sector fet en paper durant I'activitat a I'aula.
Font:  Elaboracio propia.

Stone dona indicacions sobre com utilitzar el sector per calcular la corda, el sinus o la tangent de
10 graus corresponents a un radi de 3 polzades:

Suppose the chord, sine, or tangent of 10 degrees, to a radius of three inches, is required. Take those
three inches, and make it a parallel between 60 and 60 on the line of chords, then, as I have already
said, the same extent will reach from 45 to 45, on the line of tangents, also on the other side of the
sector, the same distance of three inches will reach from 90 to 90 on the line of sines so that if the
lines of chords be set to any radius, the lines of sines and tangents are also set to the same. Now the
sector being thus opened, if you take the parallel distance between 10 and 10 on the line of chords,
it will give the chord of 10 degrees. Also, if you take the parallel distance on the line of sines between
10 and 10, you will have the sine of 10 degrees. Lastly, if you take the parallel extent on the line of
tangents, between 10 and 10, it will give you the tangent of 10 degrees (Stone, 1723: 67-68).



Seguint les instruccions donades per trobar el sin (10°), el procediment es pot interpretar de la

manera seglient, mitjancant triangles semblants:

3 L

sin(90°)  sin(10°)

3sin(10°
_ 3sin(109 _ 3sin(10°)
sin(90°)
D’aqui es dedueix que:
L
in(10°) = —
sin(10°) 3

Per tant, aquest pas permet reflexionar sobre la definicié de sinus, i la seva relacié amb la semi-
cordaiel radi.

Es proposa a continuacié calcular el sinus de 30° corresponent a un radi de 3 cm (vegeu la
fig. 4). Amb el suport del compas, es pren la longitud 3 cm. Un extrem del compas es fixa sobre la
marca sin (90°) sobre un dels bracos del sector, el qual s'obre de manera que l'altre extrem del compas
coincideixi amb la marca sin (90°) de l'altre bra¢. Aleshores s'utilitza el compas per mesurar la
distancia entre les marques de sin (30°) dels dos bracos. Aquesta distancia correspon a L.

Ficura 4. Com calcular el sinus de 30° corresponent
a un radi de 3 cm a partir del sector fet en paper.
FonT:  Elaboracié propia.

Els diferents grups apunten a la pissarra el resultat obtingut, aixi com la llargada del seu sector (vegeu
la fig. 5),1 el comparen amb el valor real. La discussio sobre els resultats obtinguts facilita la reflexio,
des d'una perspectiva historica, sobre la interacci6 entre la practica i la teoria, entre artesans i cienti-
fics, per millorar la precisio dels instruments de mesura. Aquest exercici també pot servir per intro-
duir consideracions estadistiques, en linia amb Van Gulik-Gulikers, Kruger & Van Maanen (2020).

Amb la construccié i manipulacié de I'instrument, I'estudiant s'implica activament en activitats
practiques. Aquesta primera part de l'activitat fomenta la cooperacio entre estudiants i la presa de
decisions, per obtenir bons resultats. A continuacio, es treballa la resolucié de triangles amb el suport
del sector construit.



Ficura 5. Recollida de resultats a la pissarra
durant I'activitat desenvolupada a 'aula.
Font:  Elaboracié propia.

Segona part: Us del sector en trigonometria

En una segona sessi6 es poden estudiar algunes de les aplicacions del sector en la trigonometria. En
la Seccio 111, Stone il-lustra I'ts del sector en trigonometria, en particular, en la resolucié de diversos
casos de triangles plans, tant rectangles (usos I-VI) com obliquangles (usos VII-IX), i també triangles
esferics (usos X-XI). La doctrina de triangles s’aplica per a resoldre questions practiques com ara la
determinacié d’altures o de distancies. Stone comenca treballant amb exemples de triangles rectan-
gles (Figura 6.a):

USE I1. The perpendicular AB of the right-angled triangle ABC being given 30 miles, and the angle BCA 37
degrees, to find the hypothenuse BC. Take the given side AB, and set it over, as a parallel, on the Sine of
the given angle ACB, then the parallel radius will be the length of the hypothenuse BC, which will be
found 50 miles, by applying it on the line of lines (Stone, 1723: 68).

Ficura 6. Peril-lustrar I'Us Il: @) Fig. 22, lamina VII. b) Esquema.
Font Ba:  Stone, 1723: Fig. 22, Lamina VII. 6b: Elaboracio propia.

La figura 6.b representa de manera esquematica la utilitzacié del sector en aquest cas. Stone no dona
cap més explicacio, pero la seva resolucio es pot interpretar de la manera segtient:

sin(37°)  sin(90°)

30 BC



Per tant, la hipotenusa buscada és:

30
sin(37°)

Expressio de la qual es pot deduir la formulacié del sinus:

) o 30

sin(37°) = B0

Aquest primer exemple ofereix 'oportunitat de revisar o introduir la definicio del sinus com a
raé trigonometrica, en linia amb el curriculum de 4t d’ESO. Si bé és cert que la utilitzacié de dos
triangles, l'original i el corresponent al sector, pot portar a confusid, es pot aprofitar aquest exercici
per treballar I'abstraccié matematica.

Stone continua amb la resolucio de triangles obliquangles, donats dos angles i un costat, amb el
suport del sector angles. Donats els angles CAB i ACB, i el costat CB, es tracta de trobar la base del
triangle, AB (vegeu la fig. 7).

USE VIL. The Angles CAB, and ACB, being given, and the Side CB: to find the Base AB.
Take the given Side CB, and turn it into the parallel Sine of its opposite Angle CAB, and the parallel
Sine of the Angle ACB, will be the Length of the Base AB. (Stone 1723: 69)

Ficura 7. Peril-lustrar I'Gs del sector.
Font:  Stone, 1723: Fig. 23, Lamina VII.

Es pren el costat CB com a sinus paral-lel de I'angle oposat, CAB. Finalment, el sinus paral-lel de
l'angle ACB és la longitud AB. En notacié moderna, el procediment descrit es podria escriure com:

CB AB
sin(CAB)  sin(ACB)

O bé:
sin(CAB)  sin(ACB)
CB AB

Malgrat no proporcionar més explicacions, resulta evident que aqui Stone utilitza el resultat avui
conegut com a llei dels sinus, que relaciona els costats d'un triangle qualsevol en el pla, amb els sinus
dels angles oposats.® Aquest exemple pot resultar més adient per al curriculum de batxillerat. En
aquesta segona part de l'activitat es fa una aproximaci6 a l'estudi de la llei dels sinus des d'una

9. Es pot trobar informacié detallada sobre la historia de la llei del sinus a Van Brummelen (2009): 109-111, 188-189, 235-236,
246-247, 256, 267.



perspectiva historica, per reflexionar sobre la motivacio original i el context en que sorgeix el proble-
ma. Quan no és possible trobar directament una mesura, com la distancia a un punt no accessible,
actualment es fan servir eines electroniques, basades en I'optica o en GPS. Abans de l'aparici6 del
GPS, pero, les eines matematiques utilitzades per mesurar distancies era la combinacio de triangula-
cio, trigonometria i teoria de triangles semblants (Van Gulik-Gulikers, Kruger & Van Maanen, 2020:
236).

Reflexions finals

Lactivitat presentada pretén estimular I'interes per la trigonometria, en particular, per la resolucié de
triangles. Té interes des del punt de vista didactic perqué combina una experiéncia fisica (activitat
manipulada amb un instrument, el sector anglées), amb la lectura d’'un text matematic historic (frag-
ments de 'obra de Stone relacionats amb el sector angles). Lactivitat pot ajudar a entendre millor els
conceptes matematics, contribuint a millorar la formacié integral de l'estudiant, amb un coneixe-

ment addicional del context social i cientific dels periodes involucrats.

Agraiments

Voldria agrair les aportacions i els comentaris dels estudiants que han participat en 'activitat presen-
tada, tant del Grau de Matematiques (FME-UPC), com de l'especialitat de Matematiques del Master
Universitari en Formacié de Professorat d’Educacio Secundaria Obligatoria i Batxillerat, Formacio
Professional i Ensenyament d’Idiomes.
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